2.3 양 자 역 학 의 수학적 체계 


ㆍ 디 락 의 브 라 - 켓 표시 
디 락 (2.4.10. 10 ㅁ 80) 은 상 태 를 나타내는 파 동 함 수 를 상 태 공 간 에 서 의 하 나 의 벡 터 로 생 각 하여 
켓 벡 터 (66 760[07) 로 명 명 하였고, 이러한 벡 터 와 내 적 하여 스 칼 라 를 주는 짝 벡 터 를 생각 
하여 이를 브 라 벡터 ?60[01) 라 고 명 명 하 였다. 이는 꺼 괄 호 <> 의 영문명 브라켓 
(673060 에 서 각각 뒷 부 분 과 앞 부 분 을 따온 것 ㅇ 


| 
| 0 > 의 곱을 벡 터 의 내 적 으로서 다 음 과 같이 정 의 하였다. 
<0|10> = 9” 아 겨 


작용할 경 우 는 켓 벡터 앞에 곱 으 로 표 시 하였다: 4|0> . 


새로운 켓 벡 터 에 브 라 벡터 
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그리고 연 산 자 가 켓 벡 터 에 작 용 하 지 않고 브 라 벡 터 에 작 용 하는 경 우 는 수반 연 산 자 (4301010[ 
026『8[02) 라 하여 대 거 (03886: } ) 를 첨 자 로 덧붙여 표 시 하고, 다 음 과 같이 정 의 하 였 
<4010>:=<|40> 


여기서 연 산 자 가 수반 연 산 자 와 같을 때, 4 = 4「, 우 리 는 이러한 연 산 자 를 자 기 수반 연산 
자 (6611-301010 026173102) 라 고 부르며, 물 리 학 에서는 자 기 수 반 연 산 자 를 에 르 미 트 연산자 


(1611011130 020673102) 라 고 한다. 

이상의 표 현 을 적 용 하 면 , 상수 6 의 경우 | 00> = ㅇ | 0> 로 <00| = ㅇ < | 로 됨을 
알 수 있으며 이 관 계 는 향후 자주 사 용 하 게 될 것이다. 

그리고 벡 터 의 크 기 (2 ㅁ 0170) 는 다 음 과 같이 정 의 하 였다. 


101= <10> = ) 000 <, 


ㆍ 폰 노 이 만 의 수학적 체계 
1927 년 폰 노 이 만 (1. 700 페 60018700) 은 하 이 젠 베 르 크 의 행 렬 역 학 에서 나타나는 행 렬 의 특 
성 에 서 유 추 한 분 광 정 리 (60600 ㅁ 81 016016700) 로 부터 물리적 관 측 가 능 량 (011751031 06 ㅁ 5677316016) 
은 자 기 수반 연 산 자 로 주 어 지 고, 관 측 가 능 량 의 측 정 치 는 이러한 자 기 수반 연 산 자 의 스 펙 트 
렴 (60600400) 에 속 한 다 고 하였다. 분 광 정 리 는 에 르 미트 행 렬 (167011018 ㅁ ㅁ 8013) 이 실수 
(7681 ㅁ 000061) 의 고 유 값 들 (61860\81068) 과 서로 직 교 하는 고 유 벡 터 들 (61860760[075) 을 갖 
는 다 는 특 성 을 연 산 자 의 경 우 로 일 반 화 하 였을 때, 에 르 미 트 행 렬 은 자 기 수반 연 산 자 에 대 
하고 에 르 미트 행 렬 의 고 유 값 들 의 집 합 은 이러한 자 기 수반 연 산 자 의 스 펙 트 럼 에 대 웅 된다 
것이다. 여기서, 자 기 수 반 연 산 자 의 스 펙 트 럼 에 속하는 양은 행 렬 의 고 유 값 에 해 당 하고 그 
유 값 에 해 당 하 는 고 유 벡 터 가 존 재 하므로, 이러한 고 유 벡 ㄷ 
량 의 측 정 치 로 주어지는 상 태 벡 터 (66366 760[00) 에 대 응 한다. 물리적 관 측 가 


이 나 





는 항상 실 수 로 주 어 지 므로, 에 르 미 트 행 렬 의 고 유 값 이 실 수 인 것과 일 치 하 며 , 이는 자 기 수 
반 연 산 자 의 스 펙 트 럼 이 실 수 들 로 주 어 짐 과 일 치 한 다. 이 상 을 요 약 하면 다 음 과 같이 기 술 할 
수 있다. 
모든 물리적 관 측 가 능 량 은 자 기 수반 연산자, 즉 에 르 미트 연 산 자 로 주 어 지 며 , 주어진 물리적 
상 태 에 대한 어떤 관 측 가 능 량 의 측 정 치 는 해 당 하 는 에 르 미 트 연 산 자 의 스 펙 트 럼 에 속하는 실 
수 ( 고 유 값 ) 이 며 , 이러한 고 유 값 을 갖는 고 유 벡 터 는 고 유 값 을 측 정 치 로 주는 물리적 상 태 를 표 
시 하 는 상 태 벡 터 에 해 당 한다 

기 서 연 산 자 가 작 용 하는 벡 터 공 간 을 우 리 는 힐베르트 공 간 [1166 ㅁ 0 508300) 이 라 부르며, 
양 자 역학적 상태 공 간 (6[3[(6 520206) 은 힐베르트 공 간 에 속한 전 


다. 힐베르트 공 간 은 어떤 벡터 
) 이 정 의 되 어 있는 벡 ㄷ 티 위에서 언 급 한 


ㆍ 양 자 역 학 의 체계 


현 재 까지 우 리 가 배운 내 용 을 요 약 하면, 양 자 역 학 은 다 음 과 같은 체 계 로 이루어져 있 음 을 


알 수 있다. 
13 모든 물리적 관 측 가 능 량 4 는 에 르 미트 연 산 자 ( 자 기 수반 연 산 자 ) 로 주어진다. 


뜨 
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2) 물리적 관 측 가 능 량 의 측 정 값 은 이러한 에 르 미 트 연 산 자 의 스 펙 트 럼 ( 고 유 값 의 집 합 ) 에 속 
하며 실 수 이다, 
4|\%> =|\% >, %=0 ㄷ 스 (4 의 스펙트럼 


3) 임 의 의 물리적 상태 ㅣ @> 
량 4 를 이 상 태 에 대해 측 정 한 
태 에 있게 된다. 이때 주어진 상 
| @> 에서 고 유 상태 | /,。 > 가 존재할 확 률 과 같 으 며 , 이는 


함 수 들 로 전 개 하 였을 때 해당 전 개 계 수 (6030810 ㅁ 00611101601) 의 절 대 값 의 제 곱 과 같다. 


= |&1” 이 대 
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힐베르트 공 간 의 벡 터 로 표 시 되며, 어떤 물리 
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정 후 몰 리 적 상 태 는 에 
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여기서 <@| @> =1 로 주 어 지 며 , <“, | 4, > = 0, 을 만 족 한다. ( 고 유 값 이 연속적 
으로 주어지는 경 우 는 나중에 다 루 기 로 하겠다.) 그러므로 어떤 주어진 상 태 에 서 물리적 관 
측 가 능 량 4 의 기 댓 값 은 다 음 과 같이 주어진다. 


<4> 14186 0218 2.1%1“8 “226 주리 





위 마지막 식은 측정 가능한 값 들 의 확 률 을 모두 더하면 1 이 됨을 보 여 주 므로, 이러한 해석 
이 맞 음 을 확 인 하여 주고 있다. 한편, 위 에 서 처럼 고 유 함 수 로 전 개 하지 않더라도 브 라 - 켓 
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내적 정 의 에 의해서 기 댓 값 은 다 음 과 같이 쓸 수 있 
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<4>=<0@|14|1@> = ) 6 이 6049060 


그리고 기 댓 값 에 대한 이러한 정 의 는 1 장 의 마지막 부 분 에 서 언 급 된 보 른 의 확 률 론 적 해석 


과도 일 치 함 을 보여준 


4) 주어진 물리적 상 태 의 시 간 에 따른 변 화 는 슈뢰딩거 방 정 식 으로 주어진다. 
0 


21@9>-0 ㅜ ㅜㅜ 고 @> < >4 ㅁ 4000070=08 


여기서 하 밀 토니안 # 는 슈 뢰 딩 거 의 규 칙 에 의해 주어진다: 2(2 2) = #( ㅠ 측근 ). 


즉 , 물리적 상 태 의 시 간 변 화 는 다 음 의 슈뢰딩거 방 정 식 에 의하여 결 정 된 다. 
요 
그 은 060 + 000 0( ㅠ 0 = 대 을 0600 


ㆍ 기 댓 값 의 시 간 변 화 와 에 렌 페 스 트 의 정리 
4 


어떤 관 측 가 능 량 의 기 댓 값 은 시 간 에 따라 어떻게 변 화 할까? 우 리 는 슈뢰딩거 방 정 식 을 
사 용 하여 이에 대한 결 과 를 다 음 과 같이 이 끌 어 낼 수 있다. 먼저 기 댓 값 의 정 의 로 부터 주어 
진 상태 《 에 대한 시간 변 화 는 다 음 과 같이 표현할 수 있다. 

0<4> 


구구 2 으 / -@ 라 40= /) - 고 (040) 


여기서, 을 (040) = 쌀 으 40+ 바오 4 + 비열 이고, 슈뢰딩거 방 정 식 을 다 음 과 


기이 바라 =- 곧 .#, 이의 복 소 공 액 표 현 은 이쓰 = 그 800 이 되므로 
은 40)= 은 00)"40+ 라 욱 - 음 바 4.87 가 된다 즉 
으 스 거 구근 (6 ( 을 000140+ 라 우 - 음 바 480] 

- 그 <80140>+< 비 1 을 은 |10>- 음 <14814> 


로 쓸 수 있다. 여기서 하 밀 토 니 안 은 에 르 미트 연 산 자 ( 자 기 수반 연산자: 2= 끄 ' ) 이 므로 
<#8040|1440>=<%|2#41|11> 로 쓸수 있다. 그러므로 기 댓 값 의 시 간 변 화 는 


0<242> 0 04 
우세 주 기아 


로 쓸 수 있다. 여기서, 우 리 는 교 환 자 (6000014[3100) 의 정의, |4, 4] := 44 - 42 를 사용 
하였고, 관 측 가 등 량 4 가 직 접 적 으로 시 간 에 무 관 할 경우, 


0 겨우 = 을 < 18, 41 > 로 주 어 짐을 알 수 있 


그러므로 .4 가 칙 접 적 으 로 시 칸 에 무 관 하고, |. 41 = 0: 인 경우, 으 즈 그 그 -0 이 된다 


직 접 적 으로 시 간 에 무 관 하 고, 하 밀 토 니 안 과 가환 (2, 4] = 0 ) 인 경우, 우리 
는 4 를 운 동 상 수 (600 ㅁ 5130 01 1001 ㅁ 1027) 라 고 
| ^ 


부 
가 운동량 > 인 경 우 에 적 용 하여 보면, 의 직접적인 시 간 의 존 도 는 없으 





ㅁ @< > 2 주 어 지 서 코미 6 ㅎ +}. 으 2^ 유현 ㅎㅎ 
므로 으 스 보그 - 그 < [00] > 로 주어진다. 여기서 하 밀 토 니 안 을 공 ㅡ + 1(2) 로 표 현 하 
비가 으으으 오비 은 을 월리. 인거. 은어 파 으 기 이 시 게 기 히 테스 으 
07 > 2 02 
로 주 어 지 므로, 0 으 고 그 쁘 이은 카 위어 : 코 전적인 길 파 인 2 ㄴ = 0 와 같은 
관 계 를 만 족 함 을 보여준다. 마찬가지로 우 리 는 으 스 루 = 으 [2 2] = 스 은 즈 이 됨을 보 
07 > 772 
일 수 있으므로 고 전 적 인 관 계 식 과 동 일 함 을 알 수 있다. 다만 고 전 적 인 관 계 식 이 관 측 가능 
량 자 체 에 대한 방 정 식 이라면, 양 자 역 학 의 경 우 에는 그 기 댓 값 이 동일한 관 계 식 을 만족함 
을 알 수 있다. 이와 같이 양 자 역 학 에서 그 기 댓 값 을 취할 경우 고 전 적 인 관 계 식 을 만 족 하 
는 것을 일 컴 어 에 렌 페 스 트 의 정 리 (8\17670[681'8 11601760200) 라 고 부른다 
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